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ABSTRACT 

This work presents a method for determining the elastic shear and peel stresses in an 

adhesive joint between a strengthening plate and functionally graded beam (FGB). The beam 

is assumed to be isotropic with a constant Poisson’s ratio and exponentially-varying elastic 

modulus through the beam thickness. 

The effect of physical imperfection was introduced through a coefficient α which tends to 

reduce the value of Young modulus of beam FG. 

An analytical solution is proposed on the basic beam theory; several numerical examples are 

presented and discussed emphasizing the effect of different parameter governing the 

evolution of the interface stress. 

 Keywords: Adhesive stress – FGB Beam – Strengthening. 

 

1. Introduction 

Dans ce travaille, nous nous intéressons à la détermination des contraintes d’interface d’une 

poutre FGM renforcée par une plaque FRP (ou bien en Acier). 

Lors des processus  de fabrication des matériaux FGM, des imperfection sous forme de  

porosité matérielle peuvent surgir et conduisent à la modification des propriétés mécaniques 

des pièces fabriquées a partir de ces matériaux [1-3]. 

 
Figure 1-a: Poutre FGM renforcée par une plaque FRP 
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.  

Figure 1-b: section A de la poutre FGM renforcée par une plaque FRP. 

 

Dans ce qui suit, un modèle analytique basé sur la compatibilité des déformations 

sera proposé pour le calcul des contraintes d’interface d’une poutre FGM renforcée 

par des plaques FRP [4-8].  

2. Modèle analytique pour le calcul des contraintes d’interface des poutres FGM 

2.1. La théorie des poutres d'Euler Bernoulli pour les poutres FGM  

Dans ce paragraphe l’hypothèse de section plane qui reste plane après déformation  

développé par Euler Bernoulli sera retenue .Pour cela, nous supposons qui il n’ya pas un 

changement d’épaisseur c.à.d. le déplacement w est indépendant de z [9].  

L’expression de déplacement peut être écrite de la manière suivante : 

)(),()(),( 00 xwzxwet
dx

dw
zxuyxu 

 
Où u0 et w0 sont les composantes de déplacement du plan moyen suivant la direction x et z 

respectivement. 

A partir de l’hypothèse de petite perturbation, le tenseur de déformation linéaire de         

green-Lagrange s’écrit comme suit : 

zkxwzxu xxxx  0

00 )()( 
 

La composante de déformation (équation 2), est reliée à sa contrainte correspondante par la 

relation constitutive suivante : 

 

xzEx  )()( 

 
Le module d'élasticité est supposée varier de façon continue à travers l'épaisseur de la poutre 

et est donné par: 
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Où n est l'indice matériel et E0 est le module de Young à mi-hauteur de la poutre FGM (z = 

0). 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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α est un coefficient qui tient compte de la porosité pour α=0, la poutre est considérée comme 

parfait.    

2.2. Les contraintes de cisaillement d’interface  

La contrainte de cisaillement au niveau de la couche d’adhésif peut être exprimée par : 

 

 )()()( xuxu
t

G
x bp

a

a
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Où Ga, ta, ub et  up représente le module de cisaillement, l'épaisseur de l'adhésif, le 

déplacement longitudinal à la base de la poutre FGM, et déplacement longitudinal au   

sommet de la plaque FRP, respectivement. L'équation (5) peut être exprimée en termes de 

contraintes mécaniques de la poutre FGM, après dérivation de l'équation précédente par 

rapport à x on trouve : 
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Figure 2: Un segment différentiel de la poutre (FGM) renforcée par une plaque d’acier. 

 

Où Ep, Ap, Ip, tp et b désigne respectivement le module d'élasticité, la section transversale le 

moment d’inertie de la plaque, l'épaisseur de la plaque, et la largeur de la poutre FGM.        

(5) 

(6) 

(7) 
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Considérant l’équilibre horizontal des forces de l’élément de la poutre renforcée nous 

obtenons :  
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Où 
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En supposant que la poutre et la plaque ont la même courbure, la relation entre les moments 

dans les deux surfaces peut être exprimée comme: 
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Le moment d’équilibre de l’élément de la poutre renforcée (figure.2) est donné par : 
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Le moment de flexion dans chaque adhérente, exprimée en fonction du moment total 

appliqué et la contrainte de cisaillement d’interface, est donné comme suit: 
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2.3. Les contraintes normales d’interface :           

    L'équation différentielle régissant la contrainte d’interface normale est dérivée de cette 

section. Lorsque la poutre est chargée, la séparation verticale se produit entre la poutre FGM 

et la plaque de renforcement [9-10]. Cette séparation crée une contrainte d’interface normale 

dans la couche adhésive. La contrainte normale, s (x) est donnée comme suit: 
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(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 
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Où wb (x) et wp (x) sont respectivement les déplacements verticaux de la poutre FGM et la 

plaque de renforcement. L'équilibre de la poutre FGM et la plaque est déterminé en 

négligeant les termes du second ordre, conduit aux relations suivantes : 

Adhérent 1 (poutre): 
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Adhérent 2 (plaque): 

 

)(
1)(

2

2

xM
IEdx

xwd
p

pp

p


   
 

2
)()(

)( p

p

p t
bxxV

dx

xdM


   
 

bx
dx

xdVp
)(

)(


     
Sur la base des équations d'équilibre ci-dessus, les équations différentielles régissant les  

courbures des composants (poutre FGM, plaque de renforcement), exprimées en termes de 

contrainte de cisaillement et normales d’interface, sont donnés comme suit: 

Adhérent 1 (poutre): 
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Adhérent 2 (plaque): 
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4. Résultats et discussions 

4.1. Influence de la porosité sur les contraintes d’interface  

Sur la figure 3 (a et b), on présente la variation des contraintes d’interface pour une poutre 

FGM (AL/ AL2O3 et AL/ Ni) renforcé par une plaque CFRP. L’effet de la porosité de la 

poutre FGM a été pris en compte par le biais de l’introduction du coefficient α. Trois valeurs 

sont donc retenues (α=0, 0.1 et 0.2).On constate que l’augmentation de l’indice de la porosité 

α conduit à un accroissement des contraintes d’interface. Cela peut être justifié par le faite 

que la porosité réduit la rigidité de la poutre. 
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Figure 3: Influence de la porosité sur les contraintes d’interface d’une poutre FGM 

(Aluminium-Céramique) ((a) Contraintes de cisaillement (b) Contraintes normales). 

(a) 

(b) 



Revue Science des Matériaux, Laboratoire LARHYSS N°08, Nov. 2016,  pp. 19-27 

Fouad BOURADA1, Khaled AMARA1*, Mohamed BOURADA2 

 

Revue Science des Matériaux, Laboratoire LARHYSS ISSN 2352-9954 

                                                                                                                                         25 

 

0 200 400 600 800 1000 1200

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

C
o
n
tr

ai
n
te

s 
d
e 

C
is

ai
ll

em
en

t 
(M

P
a)

Distance x (mm)

 

 

 t
P
=4 mm

t
a
=2 mm

E
L
=70000 MPa

E
U
=214000 MPa

(a) 

0 200 400 600 800 1000 1200
-0,1

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

C
o
n
tr

ai
n
te

s 
N

o
rm

al
es

 (
M

P
a)

Distance x (mm)

 

 

 
t
P
=4 mm

t
a
=2 mm

E
L
=70000 MPa

E
U
=214000 MPa

(b) 

Figure 4: Influence de la porosité sur les contraintes d’interface d’une poutre FGM 

(Aluminium-Acier) ((a) Contraintes de cisaillement (b) Contraintes normales). 

4.2. Influence du nombre de variante 

Dans la figure 5 (a et b), on représente la variation des contraintes d’interface en fonction de 

l’indice « n » et ce pour différentes valeur du rapport (EU / EL) et pour α=0.1.  
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(b) 

Figure 5: Influence du nombre de variante de la poutre non homogène FGM       Renforcée 

par une plaque de CFRP ((a) Contraintes de cisaillement (b) Contraintes normales). 

5 .Conclusions 

Dans le cadre de ce travail, nous avons développé une méthode analytique directe qui 

détermine les contraintes d’interface d’une poutre en FGM renforcé par une plaque FRP, 

prenant en compte les effets de la porosité dans la poutre (cas d’imperfection de la poutre).  

Une étude paramétrique a été menée par la suite dans le but de souligner les effets des 

différents paramètres régissant ces contraintes. 

Quelques conclusions ont pu être dégagées dont on peut les résumés comme suit : 

- l’augmentation de l’indice de la porosité α conduit à un accroissement des contraintes 

d’interface. Cela peut être justifié par le faite que la porosité réduit la rigidité de la poutre. 

- Le rapport (EU / EL) élevé favoriser la réduction des contraintes de bords. Et une réduction 

significative de la concentration de ces derniers causés par l’accroissance de ce rapport. 
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