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RESUME

L'étude montre que la dimension linéairea = ¢,(Q,J, &, W,v)dun profil liquide ou géométrique de forme

quelconque peut sécrire & =/ @, , dans le domaine pratiquement lisse, et a=Aar lorsque I'écoulement est dans le

domaine de transition. Le paramétre a, représente la dimension linéaire lorsgque |'écoulement est turbulent rugueux,
véhiculé par une conduite hypothétique de rugosité relative donnée et ayant la méme conductivité que celle de la
conduite réelle. Les facteurs et A sont des coefficients de correction de la dimension linéaire. La méthode proposée
dans cette étude est extensible aux canaux et conduites de forme quelcongue et son application au cas de la conduite

circulaire montre lafiabilité et lasimplicité du calcul.

1. INTRODUCTION

Le calcul des écoulements uniformes a surface libre ou
en charge occupe une place importante dans la pratique
de lingénieur hydraulicien. Un écoulement est
considéré comme étant wuniforme lorsque ses
caractéristiques sont invariables dans le temps et dans
I'espace. Ces caractéristiques sont la profondeur h de
I'écoulement appelée aussi hauteur normale, 'aire de la
section mouillée A, la vitesse moyenne V de
I'écoulement et e débit Q. D'un point de vue pratique, la
constance de la vitesse V est généralement associée ala
celle de la vitesse moyenne; mais de facon plus
rigoureuse, cela signifie que I'écoulement est caractérisé
par une vitesse constante en tout point de son domaine.
En dautres termes, la distribution des vitesses dans
chacune des sections transversales de |'écoulement est
uniforme, correspondant a une couche limite pleinement
développée; cet aspect du probléme a été longuement
étudié par plusieurs chercheurs ( Prandtl, 1926;
Keulegan, 1938; Hama, 1954; Schlichting, 1955;
Morris, 1955; lwasa, 1957 ). Bien que la condition d'un
écoulement uniforme, dans le sens strict du terme, ne
soit pratiquement jamais satisfaite, elle est cependant
fréquemment admise lors du calcul des caractéristiques
d'un écoulement en canaux et rivieres (Chow, 1973).
Cette approche simplifiée donne des résultats assez
satisfaisants dans bon nombre de cas pratiques. Les
relations de calcul de la profondeur normale dans les
canaux expriment de maniére approximative la vitesse
moyenne V sous I'hypothése d'un régime turbulent. Ce

régime doit étre considéré non seulement comme étant
turbulent, mais aussi comme étant rugueux en raison du
fait que I'effet des forces dues a la viscosité est laissée
hors considération. Les relations appliquées se
présentent, en regle générale, sous la forme

V =CR/J’, ol R, et le rayon hydraulique, J est

la pente de la ligne de charge, C est un paramétre qui
traduit la résistance de I'écoulement et dépend de la

vitesse moyenne V, de R, de la rugosité absolue &

des parois du canal, de la viscosité du liquide et de
beaucoup dautres facteurs. L'une des premiéres
formules destinées au calcul de I'écoulement uniforme
est probablement celle de Chézy, correspondant a

S =y =1/2. Le coefficient C de Chézy a &té estimé

par plusieurs auteurs (Ganguillet et Kutter, 1869; Bazin,
1897; Powell, 1950). Mais, laréation la plus largement
utilisée pour les écoulements uniformes dans les canaux
ouverts est celle de Manning (1891) en raison de sa
forme simplifiée et aux résultats satisfaisants auxquels

elle aboutit. Dans cette relation, f = 2/3 et y =1/2

tandis que C =Kk =1/n ol n est le coefficient de
rugosité appelé aussi coefficient de Manning. La méme
foome de la relation ayant été introduite
indépendamment par Srickler (1923), cette relation est
souvent appelée formule de Manning-Strickler. |l
n'existe aucune méthode exacte qui permet d'évaluer n.
Evaluer n revient a estimer la résistance de |'écoulement
dans un cana donné ce qui nécessite beaucoup
d'expérience et de pratique. Notons cependant que
Hager (1987) a pu lier, a travers une relation fortement
intéressante, le coefficient k et la rugosité absolue &.
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Cette relation sera utilisée dans notre développement
théorique. Une autre relation qui servira de base a notre
étude est celle de Darcy-Weishach, initialement
formulée par Weisbach (1845) et reprise par Darcy
(1854) dans ses recherches expérimentales. Cette
relation, développée pour les écoulements en conduites,
se présente sous laforme J = fV?/(2gD)ou f est
le coefficient de frottement, D est le diamétre de la
conduite et g est l'accélération de la pesanteur. Le
coefficient de frottement f dépend alafois de larugosité
relative £/ D et du nombre de Reynolds R et lanature
du régime d'écoulement dans la conduite peut étre
examing a travers la variation de f = ¢(R,&/D).
Le graphique obtenu est communément appelé
diagramme de Santon (1914). Bien que la relation de
Darcy-Weisbach ait été développée pour le cas des
conduites, elle est cependant applicable aux canaux
ouverts, en remplacant D par le diamétre hydraulique

D, .

Dans e cas le plus général, I'écoulement est régi par une
fonction de six paramétres que I'on peut écrire sous la
forme ¢ (8,Q,J,&,w,v) =0, ou:

a est une dimension linéaire quelconque liée a
I'écoulement ou au profil géométrigue du cana
considéré. Cette dimension linéaire peut étre a titre
d'exemple la profondeur h de I'écoulement, la largeur
b d'un canal rectangulaire ou la petite base d'un trapéze
,lediamétre D d'une conduite circulaire,...

West le paramétre de forme ou rapport d'aspect du
profil liquide en écoulement, correspondant a

w=r7=Db/h pour le cas du canal rectangulaire ou
trapézoidal, &8 wW=¢& =h/D pour le cas du profil
circulaire,...

v est la viscosité cinématiqgue du liquide en
écoulement.

En pratique, trois catégories de problémes peuvent se
poser. La premiéere catégorie répond a un besoin de
dimensionnement et consiste & évaluer la dimension
linéaire @ a partir des valeurs connues des cing autres
paramétres  régissant  I'écoulement. La relation
fonctionnelle ¢ devient a = ¢,(Q,J,&,W,v). Ense
référant a la bibliographie, il n'existe a I'heure actuelle
aucune relation explicite susceptible de répondre a cette
catégorie de probleme lorsque I'écoulement est de
nature lisse ou de transition. Ceci Sexplique par
I'impossibilité d'évaluer le nombre de Reynolds R
puisque celui-ci dépend de la dimension linéaire a
recherchée. Le probléme peut étre résolu en sappuyant
sur un procédé itératif. Dans le domaine rugueux, pour
lequel a est indépendant de R, I'application de
relations de type Manning-Strickler donne des résultats
satisfaisants. La deuxieme catégorie de probleme
consiste a évaluer le débit Q td que

Q=¢y(a,J,&,W,v). Ce probléme trouve sa

solution de maniére explicite par la combinaison des
relations de Colebrook-White et de Darcy-Weisbach, et
ce quelle que soit la nature du régime d'écoulement. La
troisieme catégorie de probléme est celle qui consiste
a évaluer le gradient de la perte de charge tel que

J =¢,(a,Q,&,W,v). Pour ce cas, I'application des
relations de type Darcy-Weishach est suffisante.

Dans cette premiére partie de I'étude, nous proposons
d'établir une relation généralisée susceptible de répondre
alapremiére catégorie de probléme ci-dessus exposés et
pour toute nature du régime d'écoulement. Il sagit en
fat dexprimer de maniere pratique la relation

fonctionnelle @, . Cette généralisation est possible par

la combinaison des relations de Manning-Strickler et de
Darcy-Weisbach.

Afin defaciliter la compréhension de la méthode, |e seul
cas de la conduite circulaire est exposé. La méthode est
cependant extensible atout profil géométrique.

2. TRANSFORMATION DE L'EQUATION DE
MANNING-STRICKLER

L'équation de Manning-Srickler, applicable dans le
domaine rugueux, Sécrit :

V = kR?3JJ @)

ol V est la vitesse moyenne de I'écoulement, K est le
coefficient de Strickler et R, est le rayon hydraulique.

En tenant compte du fait que V =Q/A et

R,=A/P, oi A et P désignent respectivement

I'aire de la section mouillée et le périmétre mouillé, la
relation (1) devient :

QP2/3
kAS/S\/j -

A et P dépendent de la dimension linéasire a et I'on

1 )

peut écrire que A= aZA et P =aP,. Lesparamétres
A e B sont adimensionnels et correspondent

respectivement a l'aire de la section mouillée et au
périmétre mouillé lorsque a est égal al'unité. En tenant
compte de ces considérations, larelation (2) devient :

3/8 S1/4
Q R
i {kﬁ } N X

L'indice r désigne le domaine rugueux. Etant donné que
k=(82s"%[g) (Hager, 1987) o g est
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I'accélération gravitationnelle,
également sécrire:

la relation (3) peut

176 '8 L1/a
P
a =2 —| @
8291 | A
Qeve 38
Ainsi, en osant I'= et
- ]

ao:FilM/Af/s, la relation (4) sécrit plus
simplement :

a =lao (5)

La relation (5) montre que toute dimension linéaire a
sexprime, dans le domaine rugueux, par le produit de

deux fonctions I' et @, . Lafonction I" dépend de Q,

J et &, mais ne dépend pas de la forme géométrique
du profil liquide, dont dépend par contre @,. On notera
que I" aladimension d'une longueur.

3. CONDUITE CIRCULAIRE

3.1 Domaineturbulent rugueux

En considérant le cas de la conduite circulaire de
diamétre D,, on peut écrire que

A =(D?/4)(@-sinfcosh) e P.=D,0, ou O
est le demi angle au centre, exprimé en radian, du
segment circulaire de hauteur h et tel que

0=cos'(1-2%). Puisque a=D,, il vient
queA = (0 -sindcosd)/4 et B, =6 ; il apparait
ans que a,=D,=60"*/[(6-sinfcosh)!4]>"®
ne dépend que du paramétre de forme & . En vertu de
I'équation (5), le diametre D, de la conduite sécrit :

Q81/6 38
JoI

En choisissant pour dimension linésire a=nh,, la

91/4
(0 —sin@cosh) *'®

D, = 1,08( (6)

relation (6) permet décrire, en  considérant
queh, =¢D, :
3/8
hr =:L08 lelﬁ 591/4 (7)
NN (6 —sin@cosh)>'®

Les relations (6) et (7) permettent le calcul explicite de
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D, et h, dans le domaine rugueux, a partir de la
valeur imposée du paramétre de forme &. Mais, pour
évaluer &, lesrelations (6) et (7) ne sont pas pratiques a

appliquer et elles peuvent étre remplacées avec une
excellente approximation par I'équation :

§ - ) 2_ qr i 1/6
{SSH’I(QO 5)} _x/j[Drj

ot g, = Q//gD° et le débit relatif et @, /+/J est

la conductivité relative de la conduite.

®)

Pour le cas particulier de la conduite circulaire pleine
caractérisée par £ =1 ou O =7, la relaion (6)
permet d'écrire :

1/6 3/8
D, = 0,70 ¢
Vo

Larelation approchée (8) conduit au méme résultat pour
=1

Dans le domaine rugueux, le nombre de Reynolds sécrit
R =VD,, /v, ou D, =4A /P est le diametre
hydraulique et v est la viscosité cinématique du
liquide. En tenant compte du fait que V =Q/ A, le
nombre de Reynolds devient R =4Q/(Rv). Or,
selon larelation (5), F=I'R et le nombre de Reynolds
peut sécrire, quelle que soit la forme du profil
géométrique

considéré, R. =4Q/(I'P,v) =4Q/(T'a, P, v), soit :

4Q E 5/4

“Tv| R

©)

R (10)

Le diametre hydraulique D,, peut également sécrire
D, =4A /P, =4r?a’A I(Ta,P, )=4ra A /P,
, SOit :

\/7 3/4
D, =4T VA (11)
=]

Etant donné queD,, =T'D,, , la relation (11) permet
décrire D, = 4({/A /P,)%*.

Pour le cas de la conduite circulaire, le nombre de
Reynolds e le diamétre hydraulique sont
respectivement :



B. Achour and al.

370( Q”%\gJ ¥ Jo—snocosd )
R== s 0 (12)
3/8 : 3/4
QeYt \J6 —sinf cosd
Dhr =108 (13)
VoI ¢

Pour le cas de la conduite circulaire pleine (6 =x), la
relation (13) conduit a (9) tandis que (12) devient:

:]-._81[(35/3\/9_‘]}3/8

v <£,1/6

R (14)

3.2 Domainedetransition

Dans le domaine de transition, la dimension linéaire a
dépend fortement de I'influence du nombre de Reynolds.
La démarche que nous préconisons consiste a corriger la

dimension lingaire @, , calculée selon la relation (5)
obtenue dans I'hypothése d'un régime turbulent rugueux,

par un coefficient A dit facteur de transition. La
relation (5) devrait Sécrire:

a=Al'a,=14a, (15)

Lorsque le domaine est rugueux, A =1 et lorsque le

domaine est de transition, 4 > 1. Lefacteur A dépend
alafois de la valeur du nombre de Reynolds ainsi que

de celle de la rugosité relative &/ D,,. Afin d'exprimer

le facteur de transition A, nous pouvons faire appel a
I'équation de Darcy-Weishach

J=(f/D,)Q?/(2gA?), oui f et le coefficient de
frottement dans le domaine de transition. L'aire de la
section mouillée A=a’A peut sécrire en tenant
compte de (15) A= A’T%a2A,, soit A=2°T?A, ol
A, = a’A . Deméme, D, peut sécrire D, = AT'D,,,.

En tenant compte de ces considérations, la relation de
Darcy-Weisbach devient :

arogusg X
2gAJZDho‘J

Dans le domaine rugueux, larelation (16) sécrit, avec

A=1et f =1 :

2
r: fr1/5 5 (2?—
29Ao Dho‘:l

(16)

17)
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La combinaison des relations (16) et (17) conduit a:

(18)

Ains, dans le domaine de transition, la dimension
linéaire @ sécrit en vertu de (15) et (18):

(19)

Lorsgue c'est le diamétre D de la conduite qui est
recherché ( a = D ), larelation (19) devient en tenant
compte de (6):

f us le/e 38 M4
D=108 — . 5/8
f Jod | (6-sindcos)

Larelation (20) permet alafoisle calcul du diamétre de
la conduite circulaire dans les domaines de transition et
turbulent rugueux (f — f, ), aussi bien lorsque cette
conduite est pleine (8 = x) ou partiellement occupée
par I'écoulement.

(20)

Dans le domaine de transition, le coefficient de
frottement f peut é&tre évalué par la formule connue de
Colebrook-White, en sSappuyant cependant sur un
procédé itératif. Mais, nous avons pu montrer que cette
formule peut étre remplacée avec une excellente
approximation, par |'équation explicite ;

f 2 =_2log &/ Dy +£Iog—R
37 R 6,97

(21)

Par contre, le coefficient de frottement f_ peut étre
évalué de maniére explicite par application de la
el D,

formule de Nikuradsé f, ™% = —2Iog{ } Dans

la relation (21), le nombre de Reynolds
est R=4Q/(Pv), mais en tenant compte du fait que
P=AP, on peut écrireR=R /4. De méme, le
diamétre hydraulique D,, est D,, = AD,, etlarelation
(21) devient :

f 2 =_2log ¢/ Dy + 4’S/Ilog R (22)
374 R 6,97 1

Etant donné que, selon la relation (18), A est fonction
du coefficient de frottement f(&/Dy,,R ),
I'évaluation de A nécessite a priori un procédé itératif
dont le principe est le suivant :
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f, % =—2log £/Dy | 454,04 R Ay =1
374, R 6974

1/5
g /D, 454, R f,
f 1/2 =—2] 2 h [ |1
? Og{aml "R ogs,gm}’ﬂi (fr]

5
2__y o & Be B, R ffa] i
f _20%37—4_; R IOQGQT/?JJ“_(fJ Ji=12..n

Nous pouvons constater que ce procédé itératif n'est pas
nécessaire, puisque nNous awons pu montrer que

(A3 —4,) £0,014,. Ainsi, l'erreur relative commise
sur I'évaluation de A, en application de la relation (18)
etpour f = f;, nedépasse pas 1%.

Exemple d'application 1 : Soit a déterminer, sous un
gradient de perte de charge J =6,8.10°, le diamétre D
d'une conduite circulaire partiellement occupée par un
écoulement d'eau de débit Q=20 I/s et caractérisée par
une viscosité cinématique v =10° msec’. Le taux de
remplissage de la conduite est £ =h/D = 0,40 et la

rugosité absolue des paroisest € = 6.10* m.

Nous supposons, dans un premier temps, que
I'écoulement est dans le domaine rugueux (A =1)et

I'application de la relation (6) permet le calcul de D, ,
soit D, = 0,93 m. Nous pouvons vérifier, a partir de
cette valeur de D, , que I'application de la relation (8)
meéne a & = 0,40. Le diamétre hydraulique D,, dans
le domaine rugueux est selon (13) D,, = 0,797 m, soit
glD,, =7,526.10, correspondant & f, =0,01834

calculé sdon Nikuradsé. Le nombre de Reynolds est
sdon (12) R =~ 6273. En application du procédé
itératif ci-dessus décrit, les valeurs du coefficient de
frottement f et du coefficient de transition A4 sont:

f, = 00360 ; 4, = 11446,
f, = 00372 ; A,=11519,
f, =003725; A, = 11522,

On peut clairement constater, a travers cet exemple, que
(A3—4)/1;=0,66% et (f, —f, )/ f; =35%.
Le procédé itératif aurait pu étre évité et le calcul mené
avec la valeur de A,. La valeur recherchée de 4 est
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donc A =(f/f, )5 ~115, ce qui confirme que
I'écoulement est dans le domaine de transition
puisque A >1. Le diamétre D de la conduite est
dors D=AD, =107m.

3.3 Domaine pratiquement lisse

Dans le domaine pratiquement lisse, caractérisé par
une rugosité absolue & — O, nous proposons de
corriger la valeur de la dimension linéaire a.
obtenue dans le domaine rugueux, par un coefficient
w andogue au coefficient de transition A. La
dimension linéaire recherchée sécrit a=wya,.
L'expression de { sobtient de la méme maniére que

celle ayant conduit & A et nous pouvons écrire :

f 1/5
Y= (f_j (23)

Cependant, le coefficient de frottement f_ calculé en
application de la formule de Nikuradsé n'a pas de sens
puisque & — 0. Afin de lever cette difficulté, nous

considérons une conduite hypothétique de méme
conductivité que la conduite réelle et caractérisée par

une rugosité relative &r/Dhr=8,5.10"3 dans le

domaine rugueux. Pour cette conduite hypothétique, le
coefficient de frottement f. selon Nikuradse est alors

fr =0,0359 e la relation (23)
w=1,945f1V5  Le coefficient de frottement f se

devient

calcule pour g/Dh =0, sdlon la relation (21), avec

une erreur inférieure a 0,6% par rapport a la valeur
obtenue selon Colebrook-White et pour R > 2350. Mais
cette relation peut étre remplacée par I'éguation
suivante, obtenue avec un coefficient de corréation R
=0,9999:

~ (3,673

0,478
,R>2350 (24)
logR

Comme dans le cas du domaine de transition, le nombre
de Reynolds figurant dans la relation (24) sécrit

R=R /y etcetterelation devient :
0,478
} (25)

Le coefficient  est ainsi évalué par itération de la
maniére suivante :

{ 3,673
log(R, /)
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0,478

w{ 3,673
©Llog(R y,)

avec iy, =1,

10,478

W:[ 3673
* Llog(R /) |

0,478
| 3678
v Log(Rr /vm)}

Nous avons pu également constater que ce procédé
itératif n'est pas nécessaire puisque
(y, —w3) < 0,01y,. Lavaleur recherchée de i peut

donc étre déterminée avec une excellente approximation
par larelation :

0,478
v = 3,673
logR,
Il est intéressant de noter que, pour la conduite
hypothétique circulaire partiellement remplie de

rugosité relative /D, =85.1072, la relation (12)
conduit a:

(gIG)¥® (\/94 nercoﬂe/5

0

(26)

R=5 (27)

v

Le diamétre hydraulique pour cette méme conduite est,
selon (13) :

DzﬂQ
hr5\/g—J

:IZIS(\/H—SinQCOSHjMS (28)

0

4 Q 2/5 01/5
D, =2 : 35
5/ /gJ (6-sin@cosh)

Pour le cas particulier de la conduite hypothétique
pleine pour laquelle @ = 7, les relations (27) et (29)
conduisent respectivement a:

. 5 (gJQ?’)US

(29)

5 > (30)
1 Q 2/5
D = —— 31

ou bien q, 13 ~ a2 . Ce résultat montre que la
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conductivité relative de la conduite circulaire pleine
hypothétique est constante. Notons également que le
rapport des conductivités des conduites hypothétique et
réelle est tel que:

g, /q=(D/D,)*2=y? =/t /f, =5278 f.

Lorsque c'est le diaméetre D de la conduite qui est
recherché (a = D), larelation D = yD, devient, en tenant
compte de (26) et (29) :

2/5
5_4(3673)"( @ oS -
5| logR Jad ) (6-sindcoss)®’®

Le nombre de Reynolds R, est exprimé par la relation
(27).

Dans le cas particulier de la conduite circulaire pleine
(6=n), larelation (32) devient:

0,478 2/5
o1 ( 3,673J Q
2\ logR Jad

ou R se calcule sans difficulté en application de la
relation (30). Les formules (32) et (33) permettent
respectivement le calcul explicite du diamétre D d'une
conduite circulaire partiellement et entiérement occupée
par un écoulement en régime pratiquement lisse.

(33)

Exemple d'application 2 : Soit & déterminer, sous un
gradient de perte de charge J =1073, le diamétre D
d'une conduite lisse pleine (€ = ) véhiculant de I'eau
caractériste  par une  viscosité  cinématique
v =10 ° mPsec’ et par un débit Q = 300 I/s.

Le nombre de Reynolds R est, en application de (30),

R ~ 4,81.10°. Par suite, la dimension linéaire D
recherchée est, selon (33), D = 0,632 m.

4. CONCLUSION

Une approche théorique est présentée au calcul de la
dimension linéaire d'un profil liquide quelconque en
écoulement uniforme. La fonction de six parametres qui
régit cet écoulement est transformée en un produit de

trois fonctions 4, I' et @,. La dimension linéaire
sécrit adors a=Alay, lorsque I'écoulement est en
régime de transition et & =/ 1"ao lorsque I'écoulement
est dans le domaine pratiquement lisse. Il est établi que

A dépend des caractéristiques (Rr,g/Dhr) de

I'écoulement en régime turbulent rugueux pour lequel la
dimension linéaire est connue. La valeur particuliére
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A=1 indique que I'écoulement est dans le domaine
turbulent rugueux, tandis que I'écoulement dans le
domaine de transition est caractérisé par 4>1.

Lorsque I'écoulement est dans le domaine pratiquement
lisse, le calcul est mené sur une conduite hypothétique

de rugosité relative ¢/ D,, =8,5.107°, caractérisée par

une méme conductivité que la conduite réelle et
véhiculant un écoulement en régime turbulent rugueux.
Ceci a permis d'exprimer lafonction {7 en fonction du

seul paramétre connu R . Enfin, les relations

présentées ont été appliquées au cas de la conduite
circulaire.
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PRINCIPALES NOTATIONS

a (m) Dimensionlinéaire.

A (m?) Airedune section mouillée.

A (-) Aire de la section mouillée pour a éga a
lunité (A = A/a%).

D (m) Diamétre d'une conduite.

Dy (m)  Diamétre hydraulique.

f (-) Coefficient de frottement.

g (msec?)  Accéération delapesanteur.

h (m) Profondeur d'un écoulement.

J (-) Gradient de perte de charge.

P (m) Péimétre mouillé.

P: (-) Périmétre mouillé pour a éga a l'unité
(R, =P/a).

Q (misect) Débit.

q (-) Dévitreatif (q=Q//gD®).

R (-) Nombre de Reynolds.

V (msect)  Vitesse moyenne d'un écoulement.

g (m) Rugosité absolue des parois d'un canal.

& (-) Paramétre de forme d'un segment circulaire
(&=h/D).

v (misec!)  Viscosité cinématique d'un liquide.

A (-) Facteur de correction de la dimension
linéaire dans le domaine de transition.

v (-) Facteur de correction de la dimension

linéaire dans le domaine lisse.
L'indice "r" indique le domaine rugueux



