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RESUME. Le présent travail s’intéresse au calcul des enthalpies libres de Gibbs relatives aux alliages
binaires Bismuth-Antimoine a différentes températures en se basant sur les données
thermodynamiques relevées dans la littérature. Ce calcul permet de retracer le diagramme de phases
du systeme Bi-Sb a [’aide d’un programme, que nous avons établi sous [’environnement Matlab avec
le polyndbme de Redlich — Kister comme modele mathématique. La récupération des fractions
molaires correspondantes a la tangente commune des courbes d’enthalpie libre des deux phases
liquide et solide a différentes températures » ‘est possible qu 'apreés la résolution du systéme d’équation
non linéaire résultant par la méthode de Newton — Raphson. Les solutions représentent les points
d’équilibre stable entre les deux phases solide et liquide et qui permettent la reconstruction des
courbes de liquidus et solidus du diagramme de phases Bi-Sb.

Les résultats obtenus sont trés satisfaisants en comparaison avec ceux experimentaux de la

bibliographie.

MoTs CLES :Diagrammes de phases — Solution solide continue — Courbe de liquidus — Courbe de
solidus —Modélisation— Matlab — Systémes non linéaires — Newton-Raphson.
I. INTRODUCTION
Certains matériaux possédent des propriétés thermoélectriques dont le principe réside dans la

conversion de I1’énergie thermique en énergie électrique et vice versa. Les dispositifs
thermoeélectriques a base des alliages Bi-Sb sont, actuellement, constitués d’assemblage de jonctions n
et p de semi-conducteur. Leurs propriétés ont trouvé des applications dans deux types de dispositifs
[1,2] :
o Générateurs électriques reposant sur I’effet Seebeck.
. Systéme de réfrigération ou climatisation reposant sur 1’effet Peltier.

Le travail que nous présentons consiste a recalculer les enthalpies libres relatives aux alliages
binaires Bismuth-Antimoine sur la base des données thermodynamiques relevées dans la
bibliographie. Ce calcul permet de retracer le diagramme de phases a partir d’'un programme, aprés
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I’obtention des fractions molaires correspondant a la tangente commune des courbes d’enthalpie libre
des deux phases liquide et solide et ce pour différentes températures.

Pour ce faire, nous avons utilisé le logiciel Matlab comme langage de programmation et le
polynéme de Redlich — Kister [3] comme modele mathématique de développement de 1’enthalpie libre
de Gibbs.

L’introduction des coordonnées de points (Composition X, Température T) extraits du diagramme
expérimental conduit a la résolution d’un systéme d’équations linéaires dont I’objectif est de calculer
les coefficients ajustables du modéle mathématique choisi. L’injection de ces coefficients nous conduit
a la résolution d’un systéme d’équations non lin€aires par la méthode de Newton-Raphson dans le but
de récupérer les compositions d’équilibre relatives aux deux courbes liquidus et solidus pour
différentes températures.

Il. LE DIAGRAMME DE PHASE Bi-Sh
L’antimoine et le bismuth cristallisent dans le systéme trigonal et sont miscibles en toutes
proportions. Le binaire Bi-Sb (figure 1) présent alors une zone de solution solide continue et aucun

compos¢ intermétallique n’a été mis en évidence [4-18].
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Figure 1 : Le diagramme d’équilibre expérimental du systéme binaire Bi-Sb [4]
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I11. LE MODELE MATHEMATIQUE

Le modéle d’une solution réguliere a toujours été la seule approximation permettant la
description du diagramme de phases des mélanges réels et leur thermodynamique. Dans le cas de notre
étude de la solution solide (Bi, Sb) ainsi que du liquide, ’énergie de Gibbs de ce type de phases

s’exprime a partir de trois contributions :

G? =" Go 4+ 4Gy 4 °*GY 1)
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o™ G¥ est I’enthalpie libre de référence prenant en compte les corps purs pris avant d’y étre
mélangés, elle est donnée par :

IGe = 3% G )
Et le terme de mélange idéal idge représente I’entropie de configuration idéale donnée par :

“9G9 = RT ¥, x;In(x;) 3)
Le terme d’excés ®G® sur lequel porte ’essentiel de la modélisation est décrit dans le cas d’une
solution binaire par le modéle de Redlich — Kister [3], donnée par :

*G? = xx; Ni—o L (x; — xj)l (4)
ou L‘lp est le paramétre d’interaction binaire des deux constituants dans la solution ¢ et dépond du
degré de développement L. Il est donné en fonction de la température sous la forme linéaire suivante :

LY = A? + BT (5)
Les coefficients A7 etB,” sont les constantes du modéle a déterminer.

En supposant que x; = x et sachant que x; + x; = 1 donc x; = 1 —x, la formule finale de

I’enthalpie libre de Gibbs d’un mélange A-B est donnée sous la forme :

G™ =xG)+(1—x)G3+RT(xIn(x) + (1 —x) In(1 —x)) + x(1 —x) X1 (4; + B,T)(1 —
2x)46)
IV. DETAIL DE CALCUL
1V.1.CALCUL DES COEFFICIENTS AJUSTABLES DU MODELE

Nous avons développé I’enthalpie libre du mélange jusqu'a un ordre n, ce qui nous a introduit
2(n+1) coefficients inconnus. Ces derniers peuvent étre optimisés en traitant un systéme d’équations

construit a partir de données extraites du diagramme d’équilibre tracé expérimentalement.

L’équilibre stable établi entre les deux phases : la solution solide a la composition xgs = x; et
la phase liquide a la composition x; = x,a une température T est traduit par le systéme d’équations

suivant :

G(xl,T)—G(Xz,T) _ 6G(x1,T)
X1—X2 - 6X1

()
(8)

La considération de tous les points extraits du diagramme d’équilibre (X3,X,T) et ’utilisation

G (Xl,T) _ G (XZ,T)
6x1 - 6x2

de I’équation (7), nous conduit a établir un systéme linaire qui peut s’écrire sous la forme matricielle

suivante :
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AxX =B (9)
ou : A est une matrice de coefficients connue
X est le vecteur d’inconnus (A, et B)

B est un vecteur de constantes

La résolution du systeme 9 consiste, en premier lieu, a le rendre un systeme déterminé en
utilisant la méthode des moindres carrés en se servant de la formule suivante :
AT« AxX =AT «B (10)

Ou : ATest la matrice transposée de la matriceA.
La résolution du nouveau systéeme linéaire (10), nous conduit a la détermination des coefficients A;et
B,.
IV.2. DETERMINATION DES POINTS DE LIQUIDUS ET SOLIDUS

Les points d’équilibre stable entre deux phases a une température donnée T sont déterminés en
considérant les équations d’équilibre (7) et (8) ce qui revient a résoudre un systéme d’équations non
lindaires sans deuxieme membre en utilisant la méthode de Newton —Raphson décrite brievement dans
ce qui suit :
Sachant que :

G(xy,T)=G(xpT) G (x,T) _

96 (x1,T) 3G (xp.T) _

Fxy,x2) = x1—%2 ox; 06t Gxy,xz) = dxq 9x2 0
OF (x1,%7)  OF (xq,x3)
_ ™ _[FCex)] 0x1 0x;
X =Ll 70 = oGl =|a60nxy 60|
6x1 axz

Ou J est le Jacobien
. xd L L . .
Si Xy =| | est la valeur initiale, les approximations successives des solutions sont obtenues selon la
X2

formule ;

Xn+1 = Xn _]_1 *f(Xn)

Les solutionsx; et X,qui corresponds aux concentrations d’équilibre entre les deux phases
liquide et la solution solide pour différentes températures sont utilisés pour retracer le diagramme.
V. APPLICATION DU PROGRAMME AU SYSTEME BI-SB RESULTATS ET DISCUSSION

Le développement a I’ordre 1 en utilisant les 6 premiéres équations a permis de déterminer les

coefficients L;. Les résultats sont regroupés dans le tableau 1 suivantes :
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Phase Coefficients du modéle

Liquide L0=-2202.3827-19.3108*T
Solution Solide (SS) | L0=27217.1202-59.5201*T

Tableau 1.Coefficients ajustables du modele

Les points de la double tangente commune obtenus, a différentes températures, grace a notre
programme nous ont permis de retracer le diagramme de phase du systeme Bi-Sb. La figure 2

regroupe les points correspondant aux diagrammes expérimental et calculer résultant de notre
programme.

700 T T T

g0l Diagramme expériemental [18]
#® Diagramme Calculé

Température, °C
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Figure 2 : Comparaison entre le diagramme expérimental et celui calculé pour le

systeme binaire Bi-Sb

En comparant les résultats obtenus par calcul et ceux par expérience, concernant le systéeme
binaire Bi—Sh, nous pouvons conclure qu'ils sont en trés bonne concordance.

VI. CONCLUSION

Nous avons établi un programme sous Matlab dont le but est de modéliser les diagrammes de
phases des systemes binaires. Nous I’avons appliqué a plusieurs systémes et les résultats obtenus sont

tres satisfaisants. Dans ce travail nous avons brievement exposé le principe de calcul qui se base sur la
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minimisation de 1’enthalpie libre de Gibbs pour retracer les courbes du liquidus et solidus des

mélanges binaires.

Le modéle a été appliqué au systéme Bi-Sh. Les résultats obtenus par calcul sont en bonne

concordance avec ceux de la bibliographie [18].
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